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Екв1валентнсть стандартних границь в теорй границь 


Целью статьи является установление эквивалентности первого и второго стандартных пределов в 

теории пределов, т.е. показано, что пределы ПтятМх/ х=[ и [т ( 1+1/ в). =е не являются 
х>0 хо 

независимыми друг от друга, а второй, записанный в другом представлении, следует из первого. В работе 

рассмотрены три способа доказательства — один геометрический и два аналитических на основе формулы 

Эйлера. 

Ключевые слова: предел, стандартные пределы, первый замечательный предел, 

второй замечательный предел, формула Эйлера. 
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ш Фе рарег, фе еашуаепсе оЁ з(ап4ага 11$ пт 
х>0 Хх 


зпо\уп. ТВе зесопа Ити ЁоПо\$ Нот Ше Яг$Е $ап4ага Рогипч]а. ш Фе \отК, Игее Гогт зоЁ Ше ргооР оЁ Фе 
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У статт! встановлено екввалентнасть першого 1 другого стандартних границь. Показано, що границ 
. этх 

Пт 

х>0 х 

насл1дком першого. У робот! розглянуто три три способи доказу теореми — геометричний 1 аналтичн! 

на основ! формули Ейлера. 

Ключов! слова: границя, стандартн! границ! перша стандартна границя, 

друга стандартна границя, формула Ейлера. 


= Пт ( 1-ти 2) =е не являються незалежними один вд 1ншого, а навпаки, другий е 
х>о 


Введение 


. . . х 
Стандартные пределы А =Итзтх/хи Пт (1 +1/ х) =е в математическом ана- 
х—> 


хо 
лизе, также известны под названиями первого и второго замечательных пределов. 
Названия оправданы тем, что эти пределы используются для вывода производных 


функций 5х, со5 х,е`, а” и, тем самым, образуют фундамент стандартной таблицы 
производных [1-4]. 
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В курсе математического анализа каждый из пределов рассматривается неза- 
висимо друг от друга, а специфический вывод формул пределов (первый стандартный 
предел следует из предельного перехода в геометрических построениях, а второй ис- 
пользует бином Ньютона) не носит универсального характера [1], [2]. 

Существует несколько форм записи второго стандартного предела [5], [6]. В 


дальнейшем будем пользоваться пределом В = Пт ег" —1)/х, который следует из 
Ит(1+1/х)' =е в результате преобразования 
т Ит (1+1/х)* те Итт(1+1/х)` == Итхт(1+1/х) =). 


и подстановки 
1+1/х=е’, х—>%=-—0. 


Обратный переход от формы В к т(1+1/х)`=е осуществляется (обратной) за- 


меной х=м(1+1/1). 


Сформулируем основное содержание работы в виде теоремы: существование 
одного из пределов А или В следует существование другого пределаи А=В. 


| Геометрический подход 
к выводу стандартных пределов 


Обычно первый стандартный предел выводится из геометрических построений 
и предельного перехода в этих построениях. Вначале рассмотрим окружность единич- 
ного радиуса и выполним построения, как показано на рис. Та). 


2 


ту 


а) 6) 
Рисунок 1 — К выводу первого и второго стандартных пределов 
Обозначим ХАОР =х и запишем очевидные неравенства 
АР < АС < дуга АС < ВС. (1) 
Поскольку АБ =5тх= 25т(х/2)со5(х/ 2) < 25т(х/2) =АС, дуга АС=х, ВС =19х, 
то неравенство (1) имеет вид 
5тх<25т(х/2)<х<и вх. (2) 
Представим 1х = 5тх/ созх, разделим на ятх>0, 0<х<п/2, получим 


ятх 5тх 
со << а 
25т(х/2) х 
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Перейдем к пределу х -> +0 и учтем, что Птсоух=[и 
х—>0 


Е =1 
х>0 25т(х/2) х>0 25т(х/2) и 


используем свойство пределов для двойного неравенства приходим к тому, что пре- 
дел А=Птутх / х существует и равен единице А=1. 
х>0 
Теперь обратимся к рис. 16) на комплексной плоскости <. Как видно из 
рисунка, точка А изображает комплексное число 5, = е^ (г — мнимая единица) или 
радиус-вектор ОА, а точка С — число 5, =1 или радиус-вектор ОС. Разность чисел 


<.-<=е”“-1 дает вектор СА. Модуль вектора [СА =|е" 1 


‚ Как видно из тре- 


угольника ОАС, равен 25т(х/2). Разделим равенство 


г" -1|=25т(х/2) на х>0 


ы ы . этх 
и перейдем к пределу х -> +0, используя уже ранее подученный предел Пт > ый 


“1, 25т(х/2) _, эт(х/2) _| 


х>>+0 х х—>>+0 х х—>>+0 х / 2 


„эт (х /2 ) 
Замечание. Последнее равенство Пт ———__—^ 


= / справедливо как при х -> +0, так 
х—>+0 х/ 


и при х> -0, но 


ее —1 | >0. Откуда следует, что Ит 


х>+0 


е” — 1 /х=1 или, учитывая, 


что |= 1х | В =1и е^ = = Ге" —1)/ 1х, получим 
ТРЗ =] 
те АЕ. (3) 
х>0 1х 
Докажем, что 
их 363) % ый 
т. (4) 
х>0 1х х>0 х 


Для этого выполним формально замену {х = у и учтем, что при х-—> 0 также #х —>0, 


е” —1 . 67-1 
—=/т 
1х у—>0 У 


получим |В| = Пт 


Покажем, что модуль можно снять. Если у>0, то е’>[и В] =В; если у<0, то 
е” < [, опять |В | = В . Отсюда следует равенство (4) и второй стандартный предел В = [. 


Замечание. В геометрических рассуждениях радиус окружности может быть К =1. 
В этом случае неравенство (2) примет вид 


Кзтх < 2®5т(х/2) < Ах < Ах, 
о” -|=25т(х/2) примет вид |<, == в(е" -1|=28яи(х/2). 


а |<. == 


Конечный результат не зависит от К. 
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2 Аналитический способ доказательства 
эквивалентности стандартных пределов 


Первый способ. Этот способ основан на формуле Эйлера е" = со5х+15тх и 
значительно проще геометрического метода. Перепишем формулу в удобном виде 
ве" —1= со;х-1+15тх. Разделим равенство на {х и перейдем к пределу х->0: 

"1 со5х-1 /. Т5тх 


Пт Ито +Ит 
х—>0 1х х—>0 1х х-—>0 Хх 


. Преобразуем первый член правой части и ис- 


пользуем формулу 1[-с0о5х=2 я" 


—1 25т? 2 2 
| РА т ор о 
х>0 1х х—>0 Хх х>0 Хх х>0 
. мт(х/2) а ‚ 5тх 
Поскольку Пт =1[ Ит5ут(х/2)=0. Далее Пт = 1, поэтому 
х—>0 х/2 х>0 х>0 Хх 
ре. 
х>0 1Х 
Е ы  е-1 
В силу равенства (4) получим второй стандартный предел Пт Йа: 
х— х 


Второй способ. Этот способ также основан на формуле Эйлера е" = созх-+15тх, 
но с некоторыми изменениями. Запишем формулу Эйлера для аргумента —х 
е" = созх-—15тх и выразим функцию зтх=(е"“-е")/ 21. Это равенство справед- 


х 


ливо для всех х.Заменим х нах, получим мы =(е“-е”)/ 21. Разделим равен- 


ство на [х = 0 и перейдем к пределу х>0. 


х>0 Хх х>0 272 х в х>0 2х 2х0 х 2х0 -х 
Во втором слагаемом заменим -х на уи убедимся в том, что пт( е^ —1)/х = 
х>0 


=йпт(е*-1)/(-х). Следовательно, 
х>0 


. . х 
‚ этики  е-1 
Пт = пт ‚ (5) 
х->0 1х х—>>0 х 
. эти . этх 
Поскольку Пт = [т =1, то В =1. 
х—0 1х х>0 Хх 


Выводы 


1. Доказана эквивалентность первого и второго стандартных пределов тремя 
способами — геометрическим и аналитическими. 

2. Стандартные пределы получены в рамках единого (геометрического) подхода. 

3. Результаты работы выходят за рамки поставленной задачи, поскольку позво- 
ляют получить ряд полезных равенств (2), (3), которые следуют из геометрических по- 
строений. 
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4. Результаты работы имеют некоторый «математически-философский» смысл. 
В математическом анализе стандартные пределы рассматриваются независимо друга, а 
в статье устанавливается связь между стандартными пределами и показана их гео- 
метрическая эквивалентность. 

5. В литературе второй стандартный предел записывают в виде С = Ит (1 +1/х)'=е, 


а предел В = ши( е* — 1) /х = [1 является следствием. Для создания таблицы производных 
х>0 


используется именно форма В, что нами получено как основной результат, а форма С 
выводится из В. 
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Г.Р. МтопепкКо 
Едшуепсе ор апаата [тих т ше Тйеогу ор ти 


р =1 (1) апа Ит- 


0) 


х 


шт Фе рарег, Фе едулуаепсе оЁ $ап4ага пт $ Пт 
х>0 х 


(ог Пт (1 +1/ и) =е) ш Фе Феогу оЁ Шти$ 1$ зВо\п. ТБе зесопа Пти ЁоПо\з Нот Фе 
Игзё 5бапдаг4 огту]а. Ш Фе \уогК @гее Гоги оЁ Фе ргоо{ аге ргезежеа. ТВеу аге а 
оеотейлса!| арргоасВ ап4 &\\о апа|уйса[ те@оа$ Базед оп Ещег’$ Гога. 


Оеотейлса! арргоасв. 
Ге ХАОР =х ап4 \е \Ш ие до\уп Фе обу1ои$ шедиаПНез$ (Ех. Та) 


АР<АС<дуга АС < ВС. 5тх < 25т(х/2)<х<х. 


баба ие 1х = зтх/ созх апд акте шо ассоип( фаЕ т созх = 1 ап аКег Ч у1$1оп Фе 


тедиаНиез оп 5тх>0, 0<х<п/2 ме \Ш се Ше пехё шедиаНиез 
со5х < Е ы = <“ < 1. Озшо а ргорецу оЁ шийз юг доцЫе шеадиаНиез [1] ап (аКшо 
их х 


(Бет аё х-> +0 \е \уШ оМаш Фе ЙгзЕ $апЧага Пай (1). 
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Ес. 1. Сеотелс сопзл1Аегайоп о? ргоуше оЁ Фе Вгз{Е ап4 зесопа з{ап4ага Пти$. 


М оу ме \Ш Тоок аё Ше зесопа Нгаге (Е1е. 16) оп а сотр!ех р!апе <. `ТВе рошё А 
езстрез$ Ше сотр!ех пилБег <> = е" (118 Прасе ип) ог гад1оз уесогОА , Фе роше С 15 
Ше геа] питобег < =1 ог гад10$ уеског ОС. А ЧШегепсе оЁ Фе питфегз 15 х-х=е"-1. И 


15 Ше уесюг СА. Аз уой сап зее Нот Ше мап?е ОАС, Фе тоди$ оЁ Ше уесюг 


СА = в” -1 15 25т(х/2). Огмате Фе едиаШу |е“ -1 =25т(х/2) а х>0 \е \Ш зе 
Бе Шои 
1х — 1 Гр — 
т в е" =] 25т(х/2) _ ыы 5т(х/2) _ 
х—>+0 х х>0 1х х>>+0 х х—>+0 х / р 


Неге \е Бауе изеа фе Пти (1). Керасше Фе уапаЫе 1х = у \е \Ш зе Фе едиаЩу 


Пт 
х—>0 х>0 х 


И" =. (3), 


\/ысв 15 едиа! ®ю 1. 
Апа[убса| арргоасВ. 

Сопз14егайоп 1$ Базе оп Ещег”$ Гогтша а" = созх+15тх , УСН ме уШ ие до\п 
аз ге -1= со5х-1+15тх. Огу4те фе едпаШу оп &х ап4 арр!уше фе Ни аё х->0, 


их 


р - е’-1 . с05х-Г . тутх ре 
\е \Ш сеё т =Ит-—^+Ит— ^^. Такше шо ассоиие Фаё 1-созх = 25т?^ 
х>0 1х х>0 1х х>0 1х 2 
: —/1 .. 251т2(х/2 ‚ВТ Х/2) 
\е \Ш зе п = и И а =— ож т(х/2)=0. Аза тезиц, 
х>0 тб х>0 х х—>0 х/2 х—>0 
\е \Ш оМат 
1х _] . м —7 
т т Е. 
х>0 1х 0 Хх х>0 1х 


Ассогатсе 0 Фе едиаШу (3), \уе \Ш хе Фе зесоп4 $(апдага Пти (2). 


Статья поступила в редакцию 06.04.2012. 
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